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音乐 中 的 1，2，3 并 不 是 数字 而 是 专门 的 记号 ， 唱 出 来 是 do，re，mi， 它 来 源 于 
中 世纪 意大利 一 首 赞 美 诗 中 前 七 名 每 一 句 句 首 的 第 一 个 音节 。 而 音乐 的 历史 像 语言 的 历 
更 一 样 悠久 ， 其 渊源 已 不 可 考证 。 但 信人 恢 异 的 是 我 们 可 以 运用 数学 知识 来 解释 音乐 的 
许多 规则 其 中 包括 音乐 基本 元 素 -一 乐音 的 构成 原理 ， 也 就 是 说 1，2，3.…… 这 些 记 号 
确实 有 着 数字 或 数学 的 背景 。 

学 习 音 乐 总 是 从 音阶 开始 ， 我 们 和 营 见 的 音阶 由 7 个 基本 的 音 组 成 : 

和 交 6 

或 用 唱 名 表示 即 

do, re, mi, fa, so, la, Si 

用 7 个 音 以 及 比 它 们 高 一 个 或 几 个 从 度 的 音 、 低 一 个 或 几 个 八 度 的 音 做 成 各 种 组 
合 就 是 "曲调 ”。 

美国 著名 音乐 理论 家 珀 西 ' 该 丘 斯 (Percy Goetschius，1853-1943) 说 “对 于 求知 心 
切 的 音乐 学 习 者 年 音乐 爱好 者 ， 再 没有 像 ' 音 阶 ' 似 的 音乐 要 素 ， 即 刻 而 又 持久 地 引起 他 
们 的 好 奇 心 导 惊 异 的 了 ”。 

7 音 音阶 按 " 高 度 " 自 低 向 高 排列 ， 要 搞 铺 音阶 的 原理 ， 首 先 须知 道 什 么 是 音 的 "高 
度 "? 音 年 音 之 间 的 "高 度 " 差 是 多 少 ? 

物体 发 生 振 动 时 产生 声音 ， 振 动 的 强 弱 〈 能 量 的 大 小 ) 体现 为 声音 的 大 小 ， 不 同 物 
体 的 振动 体现 为 声音 音色 的 不 同 ， 而 振动 的 快慢 就 体现 为 声音 的 高 低 。 

振动 的 快慢 在 物理 学 上 用 频率 表示 ， 频 率 定义 为 每 秒 钟 物体 振动 的 次 数 ， 用 每 秒 振 
动 1 次 作为 频率 的 单位 称 为 耕 兹 。 频 率 为 261.63 赫兹 的 音 在 音乐 里 用 字母 c” 表 示 。 
相应 地 音阶 表示 为 


c, de,f, g, a, b 
在 将 C 音 唱 成 “do" 时 称 为 C 调 。 
频率 过 高 或 过 低 的 声音 人 耳 不 能 感知 或 感觉 不 舒服 ， 音 乐 中 常 使 用 的 频率 范围 大 约 


是 16~4000 炙 兹 ， 而 人 声 及 堪 乐 中 最 写 于 表现 力 的 频率 范围 大 约 是 60~1000 赫兹 。 


在 弦乐器 上 拨 动 一 根 空 弦 ， 它 发 出 某 个 频率 的 声音 ， 如 果 要 求 你 唱 出 这 个 音 你 怎 能 
知道 你 的 声带 振动 频率 导 宪 弦 振 动 频率 完全 相等 呢 ? 这 就 需要 "共鸣 原理 ”: 当 两 种 振动 
的 频率 相等 时 合成 的 效果 得 到 最 大 的 加 强 而 没有 丝毫 的 减弱 。 因 此 你 应 当 通过 体验 司 感 
悟 去 调整 你 的 声带 振动 频率 使 声带 振动 与 宪 弦 振动 发 生 共 鸣 , 此 时 声带 振动 频率 等 于 空 
下 振 动 频率 。 

人 们 很 早 就 发 现 , 一 根 宅 终 所 发 出 的 声音 年 同一 根 宅 驳 但 长 度 减 半 后 发 出 的 声音 
非常 和 谐 的 效果 ， 或 者 说 接近 于 “共鸣 "， 后 来 这 两 个 音 被 称 为 具有 八 度 音 的 关系 。 我 们 
可 以 用 “如影随形 "来 形容 一 对 八 度 音 ， 除 非 两 音频 率 完 全 相等 的 情形 ， 八 度 音 是 在 听觉 
和 谐 方 面 关系 最 密切 的 音 。 

18 世纪 初 英 国 数学 家 泰勒 (Taylor，1685-1731) 获得 艾 振 动 频率 f 的 计算 公式 : 


1 工 / 
= 了 大 


/ 表示 交 的 长 度 、 三 表示 弦 的 张 紧 程度 、D 表示 弦 的 密度 。 

这 表明 对 于 同一 根 弦 〈 材 质 、 粗 细 相 同 ) 频率 导 允 的 长 度 成 反比 ， 一 对 八 度 音 的 频 
率 之 比 等 于 2 : 1。 

现在 我 们 可 以 描述 音 导 音 之 间 的 高 度 差 了 : 假定 一 根 空 弦 发 出 的 音 是 do， 则 二 分 
之 一 长 度 的 弦 发 出 高 八 度 的 do ; 8/9 长 度 的 弦 发 出 re，64/81 长 度 的 弦 发 出 mi，3/4 
长 度 的 弦 发 出 但，2/3 长 度 的 艾 发 出 so，16/27 长 度 的 蓄 发 出 la，128/243 长 度 的 琵 
发 出 si 等 等 类 推 。 例 如 高 八 度 的 so 应 由 2/3 长 度 的 终 的 一 半 就 是 1/3 长 度 的 弦 发 
出 。 

为 了 方便 将 c 音 的 频率 算 作 一 个 单位 , 高 八 度 的 c 音 的 频率 就 是 两 个 单位 , 而 re 
音 的 频率 是 9/8 个 单位 ， 将 音 名 与 各 自 的 频率 列 成 下 表 : 


ETaTTaraTa 下 
ErOOCIE3D 


知道 了 do, re, mi, fa, so, la, si 的 数字 关系 之 后 ， 新 的 问题 是 为 什么 要 用 具有 这 些 
频率 的 音 来 构成 音阶 ? 实际 上 首先 更 应 回答 的 问题 是 为 什么 要 用 7 个 音 来 构成 音阶 ? 

这 可 是 一 个 千古 之 谜 ， 由 于 无 法 从 逝去 的 历史 进行 考证 ， 古 今 中 外 便 有 形形色色 的 
推断 、 腊 测 ， 例 如 西方 文化 的 一 种 说 法 基于 “7” 这 个 数字 的 神秘 色彩 ， 认 为 运行 于 天 和 穹 的 
7 大 行星 〈 这 是 在 只 知道 有 7 个 行星 的 年 代 ) 发 出 不 同 的 声音 组 成 音阶 。 我 们 将 从 数 
学 上 揭 开 谜 碟 。 

我 们 用 不 同 的 音 组 合成 曲调 ， 当 然 要 考虑 这 些 音 放 在 一 起 是 不 是 很 和 谐 ， 前 面 已 谈 
到 从 度 音 是 在 听觉 和 谐 效 果 上 关系 最 密切 的 音 ， 但 是 仅 用 八 度 音 不 能 构成 动听 的 曲调 
一 一 至 少 它们 太 少 了 ， 例 如 在 音乐 频率 范围 内 c' 与 c' 的 八 度 音 只 有 如 下 的 8 个 : 
C: 〈16.35 赫兹 ) 、C1 (32.7 赫兹 ) 、C 〈65.4 赫 北 ) 、c 〈130.8 赫兹 ) 、c (261.6 
赫兹 ) 、c* (523.2 赫兹 ) 、c" (1046.4 赫兹 ) 、c” (2092.8 赫兹 ) ， 对 于 人 声 就 只 有 
C、c、c'、c 这 4 个 音 了 。 

为 了 产生 新 的 和 谐音 ， 回 顾 一 下 前 面 说 的 一 对 八 度 音 和 谐 的 理由 是 近似 于 共鸣 。 数 
学 理论 告诉 我 们 : 每 个 音 都 可 分 解 为 由 一 次 谐 波 年 一 系列 整数 倍 频率 谐 疲 的 磊 加 。 仍 然 
假定 c 的 频率 是 1 ， 那 么 它 分解 为 频率 为 1，2，4，8，.…. 的 谐 波 的 琶 加 ， 高 八 度 的 
c 音 的 频率 是 2， 它 分 解 为 频率 为 2，4，8，16，.…. 的 谐 波 的 玲 加 ， 这 两 列 谐 波 的 频 
率 几 乎 相同 ， 这 是 一 对 八 度 音 近似 于 共 吧 的 数学 解释 。 由 此 可 推出 一 个 原理 : 两 音 的 频 
率 比 若是 简单 的 整数 关系 则 两 音 具 有 和 谐 的 关系 ,因为 每 个 音 都 可 分 解 为 由 一 次 谐 波 司 
一 系列 整数 倍 谐 波 的 二 加 , 两 音 的 频率 比 您 是 简单 的 整数 关系 意味 着 对 应 的 两 个 谐 波 列 
含有 相同 频率 的 谐 波 您 多 。 

次 于 2 :1 的 简单 整数 比 是 3 : 2。 试 一 试 , 一 根 至 终 发 出 的 音 ( 假 定 是 表 1 的 C， 
且 作 为 do) 与 2/3 长 度 的 允 发 出 的 音 无 论 先后 奏 出 或 同时 秦 出 其 效果 都 很 和 谐 。 可 以 
推力 当 十 人 发 现 这 一 现象 时 一 定 非常 兴奋 ， 事 实 上 我 们 比 十 人 更 有 理由 兴奋 ， 因 为 我 们 
明白 了 其 中 的 数学 道理 。 接 下 来 , 奏 出 3/2 长 度 终 发 出 的 音 也 是 和 谐 的 。 它 的 频率 是 C 
频率 的 203， 已 经 低 于 C 音 的 频率 ， 为 了 便于 在 八 度 内 考察 ， 用 扬 的 高 八 度 音 即 频率 
是 C 的 4/3 的 音 代替 。 很 显然 我 们 已 经 得 到 了 表 1 中 的 G (so) 与 F (fa) 。 

问题 是 我 们 并 不 能 这 样 一 直 做 下 去 ， 否 则 得 到 的 将 是 无 数 多 音 而 不 是 7 个 音 ! 

如 果 从 C 开始 依次 用 频率 比 3 : 2 制 出 新 的 音 ， 在 某 一 次 新 的 音 恰 好 是 C 的 高 
若干 个 八 度 音 , 那么 再 往 后 就 不 会 产生 新 的 音 了 。 很 可 惜 ,数学 可 以 证 明 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 没有 上 自然数 m、n 会 使 下 式 成 立 : 


(3/2)m = 
此 时 ， 理 性 思维 的 自然 发 展 是 可 不 可 以 成 立 近似 等 式 ? 经 过 计算 有 (3/2)” = 7.594 
= 8， 因 此 认为 与 1 之 比 是 2 即 高 三 个 八 度 关系 算 作 是 同一 音 ， 而 (3/2 )” 征 
(3/2) 之 比 也 是 2” 即 高 三 个 八 度 关系 等 等 也 算 作 是 同一 音 。 在 " 八 度 相 同 "的 意义 上 说 ， 
总 共 只 有 5 个 音 ， 他 们 的 频率 
1, (3/2), (3/2)2, (3/2)? (3/2) (1) 
折合 到 八 度 之 内 如 是 : 
1, 9/8, 81/64, 3/2, 27/16 
对 照 表 1 知道 这 5 个 音 是 C (do) 、D (re) 、E (mi) 、G (so) 、A (la) ， 
这 是 所 谓 五 声音 阶 ， 它 在 世界 各 民族 的 音乐 文化 中 用 得 不 是 很 广 ， 不 过 我 们 熟悉 的 " 卖 
报 歌 "就 是 用 五 声音 阶 作成 。 
接 下 来 根据 (3/2)” = 17.09 = 2 = 16， 总 共 应 由 7 个 音 组 成 音阶 ， 我 们 在 (1) 的 
基础 上 用 3 : 2 的 频率 比 上 行 一 次 、 下 行 一 次 得 到 由 7 个 音 组 成 的 音 列 ， 其 频率 是 
(2/3), 1, (3/2), (3/2), (3/2)3, (3/2) (3/2)5 
折合 到 八 度 之 内 如 是 : 
1, 9/8, 81/64, 4/3, 3/2, 27/16, 243/128 
得 到 常见 的 五 度 律 七 声音 阶 大 调式 如 表 一 。 
考察 一 下 音阶 中 相 邻 两 音 的 频率 之 比 ， 通 过 计算 知道 只 有 两 种 情况 : do-re、re-mi、 
fa-so、so-la、la-si 频率 之 比 是 9 : 8， 称 为 全 音 关 系 ; mi-fa、si-do 频率 之 比 是 256 : 
243， 称 为 半音 关系 。 
以 2:1 生 3:2 的 频率 比 关系 产生 和 谐音 的 法 则 称 为 五 度 律 。 在 中 国 ， 五 度 律 最 
早 的 文字 记载 见于 典籍 《管子 》 的 《地 员 篇 》， 由 于 《管子 》 的 成 书 时 间 跨 度 很 大 ， 
术 界 一 般 认 为 五 度 律 产生 于 公元 前 7 世纪 至 公元 前 3 世纪 。 西 方 学 者 认为 是 公元 前 6 
世纪 十 希腊 的 毕 达 哥 拉 斯 学 啤 最 早 提出 了 五 度 律 。 
根据 近似 等 式 (3/2)2 = 129.7 = 27” = 128 并 仿照 以 上 方法 又 可 制 出 五 度 律 十 二 声 
音阶 如 下 : 


表 二 : 
频率 加 (3 (2 ) | (352 | (3 2 | (3 29 | (23/(3) | (35)/(29) 


司机 罗汉 放 业 孜 天 区 到 


DECIECOCOI 


五 度 律 十 二 声音 阶 相 邻 两 音 的 频率 之 比 有 两 种 : 256 : 243 与 2187 : 2048， 分 别 
称 为 自然 半音 与 变化 半音 。 从 表 中 可 看 到 ， 音 名 不 同 的 两 音 例如 #C-D 的 关系 是 自然 
半音 ， 音 名 相同 的 两 音 例 如 C-#C 的 关系 是 变化 半音 。 


人 类 历史 进程 中 ， 某 种 音乐 文化 的 发 生 不 可 能 限于 一 时 或 一 地 ， 但 五 度 律 几 乎 同时 
在 东西 方 出 现 ， 毕 竞 表 明了 人 类 艺术 豪 赋 的 贯通 。 


五 度 律 以 外 的 形形色色 的 乐 律 中 应 用 最 广 的 是 十 二 平均 律 年 纯 律 。 

十 二 平均 律 一 一 人 们 注意 到 五 度 律 十 二 声音 阶 中 的 两 种 半音 相差 不 大 ， 如 果 消 除 
这 种 差别 对 于 键盘 乐器 的 转调 将 是 十 分 方便 的 ， 因 为 键盘 乐器 的 每 个 键 的 音 高 是 固定 
的 ， 而 不 象 拨 粥 或 拉 弱 乐器 的 音 高 由 手指 位 置 决定 。 消 除 两 种 半音 差别 的 办 法 是 使 相 邻 
音频 率 之 比 相等 , 这 是 一 道中 学 生 的 数学 题 一 一 在 1 导 2 之 间 插 人 11 个 数 使 它们 


组 成 等 比 数列 ， 显 然 其 公 比 就 是 Y 2 ， 并 且 有 如 下 的 不 等 式 


12 
1.05350 = 256 / 243 所 V 2 - 1.05946 < 2187 / 2048 = 1.06787 


这 样 获得 的 是 十 二 平均 律 ， 它 的 任何 相 邻 两 音频 率 之 比 者 是 V 2 ， 没 有 自然 半音 与 
变化 半音 之 分 。 
用 十 二 平均 律 构成 的 七 声音 阶 如 下 : 


同 五 度 律 七 声音 阶 一 样 ，C-D、D-E、F-G、G-A、A-B 是 全 音 关 系 ，E-F、B-C 是 
半音 关系 ， 但 它 的 全 音 恰 好 等 于 两 个 半音 。 

十 二 平均 律 既是 对 五 度 律 的 借鉴 又 是 对 五 度 律 的 反 揪 。 

十 二 平均 律 的 出 现 表 明 无 理 数 进入 了 音乐 ， 这 是 一 件 仿 人 惊异 的 事 。 无 理 数 是 数学 
中 一 大 怪物 ， 当 今 一 个 非 数 学 专业 的 大 学 生 在 学 完 大 学 数学 之 后 仍然 不 明白 无 理 数 是 什 
么 ， 数 学 家 使 用 无 理 数 已 有 2500 多 年 也 直到 19 世纪 末 才 真正 认识 无 理 数 。 音 乐 家 似 
乎 不 在 乎 无 理 数 的 艰深 ， 轻 易 地 将 高 雅 音乐 贴 上 了 无 理 数 的 标签 。 

十 二 平均 律 的 出 现 还 使 得 我 们 在 前 面 推出 的 和 谐 性 原理 一 两 音 的 频率 比 您 是 简 
单 的 整数 关系 则 两 音 人 三 具 有 和 谐 的 关系 一 一 不 再 成 芯 。 不 过 不 必 为 此 而 泪 形 ， 因 为 本 质 
上 说 艺术 行为 不 是 一 定 要 服从 科学 道理 的 。 正 如 符合 黄金 分 割 原理 的 绘画 是 艺术 ， 反 其 
道 而 行 之 的 绘画 也 是 艺术 。 

历史 资料 记载 中 的 十 二 平均 律 发 明 者 在 欧洲 是 荷兰 人 斯 特 芬 《Stevin 约 1548 - 约 
1620) ， 他 于 1600 年 前 后 用 两 音频 率 比 严格 地 确立 了 十 二 平均 律 ; 在 中 国 是 明代 科 


学 家 、 音 乐 家 朱 载 埔 〈1536 - 1612) ， 他 表述 的 十 二 平均 律 甚至 将 Y 2 及 各 次 老 均 计 
算 到 小 数 点 后 24 位 〈 约 完成 于 1581 年 前 ) 。 十 二 平均 律 的 确立 是 人 类 艺术 刘 赋 的 叶 
通 性 在 音乐 文化 方面 的 又 一 惊人 表现 。 

纯 律 _ “五 度 律 七 声音 阶 的 1、 3、5 (do、mi、so) 三 音 的 频率 之 比 是 1 : 81164 : 
3/2， 即 64 : 81 : 96， 纯 律 将 这 修改 为 1: 5/4: 3/2， 即 64 :80:96 或 4:5:6， 
使 大 三 和 玉 1.3-5 三 音 间 的 频率 之 比 更 显 简单 然后 按 1 : 5/4 : 3/2 的 频率 比 从 5(so) 


音 上 行 复制 两 音 7、2， 从 1(do) 音 下 行 复制 两 音 ”、“ ， 即 *、9 、 人 不 3、5、7、32 的 


率 之 比 是 
(2/3) : (5/4)(2/3) : 1 : (5/4) : 3/2 : (5/4)(3/2) : (3/2)2 
共 得 7 个 音 折 合 到 作 度 之 内 构成 纯 律 七 声音 阶 : 


注 


EGG 
EGGGE3G 


它 与 五 度 律 七 声音 阶 比 较 〈 表 一 ) ， 有 4 个 音 C、D、F、G 使 相同 的 ， 有 3 个 音 E、 
A、B 不 同 。 

在 相 邻 两 音 的 频率 比方 面 ， 纯 律 七 声音 阶 有 3 种 关系 :9:8、10 :9、16 : 15。 
从 数字 看 ， 它 比 五 度 律 七 声音 阶 简单 ， 然 而 种 类 却 比 五 度 律 七 声音 阶 多 (五 度 律 七 声音 
阶 只 有 2 种 相 邻 两 音 的 频率 比 ) 。 在 艺术 上 就 好 训 坏 ， 已 不 是 数学 所 能 判断 的 了 。 

纯 律 发 胃 于 古 硕 腊 时 期 ，13 世纪 末 叶 由 英国 人 奥 丁 汤 〈Odington，1248 - 1316) 
正式 确立 。 


